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§７ 面対称性と平面への垂線 

Ｈ７.１
BC BF 40  なので、 BFx  の取りうる範囲

は

0 40x   ·················································· ①
である。

(1) BC BF 10B )A (40V x x     
2 3400 10 (cm )V x x   ······················· ②

(2) Vが 3000 3cm 以上になるのは
2400 10 3000x x 

20 10 400 3000x x 

∴ 2 40 300 0x x    ··························· ③

のときである。③の解は、2次関数
2 40 300

( 10)( 30)

y x x
x x

  
  

のグラフ（ x切片が10, 30で、下に凸な
放物線）で、 y座標が 0以下となるよう
な x座標の範囲である。

それは、図より

10 30x 
であるが、これは①を満たすので、求め

る xの範囲は 10 30x 

Ｈ７.２
BCの中点をMとする。

OB=OCよりOM BC , 
AB=ACよりAM BC

だから、OM∦AM（OMと AMは平行でない）
にも注意して、

OAM BC平面  ······································· ①

平面 OAM内で Oから AMに下ろした垂線の
足を Hとする: 

OH AM  ··············································· ②
OHは平面 OAM内にあるから、①より、

OH BC ················································· ③
②, ③より、AM∦BCにも注意して、

OH ABC平面
であり、△ABCを底面と見ると、OHがこの
四面体の高さとなる。

△OBMにピタゴラスの定理を用いて、
2 2 2 2OM OB BM 13 4 3 17    

△ABMにピタゴラスの定理を用いて、

 2
2 2 2AM AB BM 4 5 4 8    

OH ,AHx y  とおく。
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△OAHにピタゴラスの定理を用いて、
2 2 213x y   ············································· ④

△OMHにピタゴラスの定理を用いて、

 2
2 2(8 ) 3 17x y    ····························· ⑤

④ ⑤より

 2
2 2 2

2 2

2 2

(8 ) 13 3 17

(64 16 ) 169 153
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④に代入して
2 2 213 5 144x     ∴ 12 ( 0)x  

よって、四面体 OABCの体積は
1

ABC OH BC AM OH
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別解

Oから面 ABCに下した垂線の足を Hとする
と、

OHA OHB OHC 90  ∠ ∠ ∠

OA OB OC ( 13)  
OH OH OH  （共通）

なので、直角三角形の斜辺一辺相等で、
OHA OHB OHC △ △ △

∴HA HB HC  （対応辺）

が成り立ち、Hは△ABCの外心である。

したがって、Hは辺 BCの垂直二等分線上の
点であって、HA HB を満たす点に他ならな

い。辺 BC の中点を M とすると、△ABC は
AB=ACの二等辺三角形だから、中線 AMは
A から BCへの垂線と一致する。よって、直
線 AMが辺 BCの垂直二等分線であり、Hは
AM上の点であることが分かる。
△ABMでピタゴラスの定理を用いて、

 2
2 2 2AM AB BM 4 5 4 8    

よって、HA HB z  とおくと、
HM AM HA 8 z   

であり、△BHM にピタゴラスの定理を用い

て、
2 2 24 (8 )z z  

これを解くと、
2 216 64 16z z z    80 16z  ∴ 5z 

したがって、△OBHにピタゴラスの定理を用
いて、

2 2 2 2OH OB HB 13 5 12    
以上より、四面体 OABCの体積は

1
ABC OH BC AM OH
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Ｈ７.３ 
AB, CDの中点をそれぞれM, Nとおく。
△OABは OA=OBの二等辺三角形だから、中
線 OMは Oから ABへの垂線と一致し、

AB OM  ················································ ①
ABCDは長方形だから、

AB MN  ················································ ②
①, ②より、OM∦MNにも注意して、

AB OMN平面  ····································· ③
である。平面 OMN内で OからMNに下ろし
た垂線の足を Hとする：

MN OH  ··············································· ④
OHは平面 OMN内にあるから、③より、

AB OH  ················································ ⑤
④, ⑤より、MN∦ABにも注意して、

ABCD OH平面

であり、底面 ABCDに対し OHがこの四角錐
の高さである。

△OAMにピタゴラスの定理を用いて、

 2
2 2 2OM= OA AM 8 2 8 8   

OC=OD より CD ON だから、△OCN にピ
タゴラスの定理を用いて、

2 2 2 2ON OC CN 10 8 6    
いま、

2 2 2 2 2 2OM ON 8 6 100 10 MN     
が成り立っているので、ピタゴラスの定理の

逆より、△OMN は MON 90 ∠ の直角三角

形である。

△OMNの面積、あるいは△OMN∽△HONに
着目して、

MN OH OM ON  
10 OH 8 6  

∴
24

OH
5



よって、O-ABCDの体積は、

ABCD OH (BC AB) OH
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