
－ 中3C 宿題プリント (3学期-5) 解答－

宿題 5-1Sn = nXj=1(3j2 + 3j + 1)とする。(1) S1; S2; S3 をそれぞれ求めよ。(2) Sn を表す nの式を予想し、その予想が正しいことを帰納法で
証明せよ。(1) Sn = nXj=1(3j2+3j+1) � � � 1 で n = 1を代入すると、S1 = 1Xj=1(3j2 + 3j + 1) = 3 � 12 + 3 � 1 + 1 = 71で n = 2を代入すると、S2 = 2Xj=1(3j2 + 3j + 1) = 7 + (3 � 22 + 3 � 2 + 1)= 7 + 19 = 261で n = 3を代入すると、S3 = 3Xj=1(3j2 + 3j + 1) = 7 + 19 + (3 � 32 + 3 � 3 + 1)= 7 + 19 + 37 = 63(2) (1)より、Sn = (n + 1)3 � 1 � � �☆が全ての自然数 n
で成り立つ、と予想される。

これを数学的帰納法で示す。I) n = 1のとき(☆の左辺) = S1 = 1Xj=1(3j2 + 3j + 1) = 7(☆の右辺) = (1 + 1)3 � 1 = 8� 1 = 7
なので、☆の等式は成立。II) n = kでの☆の成立を仮定する。
すなわち、Sk = kXj=1(3j2+3j+1) = (k+1)3�1 � � � 2
を仮定する。(n = k + 1での☆の左辺)= Sk+1 = k+1Xj=1(3j2 + 3j + 1)= kXj=1(3j2 + 3j + 1) + (3(k + 1)2 + 3(k + 1) + 1)= (k + 1)3 � 1 + (3k2 + 6k + 3 + 3k + 3 + 1)( 2より)= k3 + 3k2 + 3k + 1� 1 + 3k2 + 9k + 7= k3 + 6k2 + 12k + 7

(n = k + 1での☆の右辺)= (k + 1 + 1)3 � 1= (k + 2)3 � 1= k3 + 3 � k2 � 2 + 3k � 22 + 23 � 1= k3 + 6k2 + 12k + 7
となるので、n = k + 1でも☆の等式が成り立つ、
と示せた。I),II) で示せたことを組み合わせると、数学的帰納法
により、すべての自然数 nで Sn = (n+1)3� 1 � � �☆
が成り立つと示せた。

宿題 5-23辺の長さが AB = 3; BC = 5; CA = 7である三角形 ABCがある。
辺 AB,BC,CA上に 3点 P,Q,Rを AP = BQ = CR = x (0 < x < 3)となる
ようにとる。(1) \ABCを求めよ。(2) 三角形 BPQの面積を xで表せ。(3) 三角形 PQRの面積 S を xで表せ。(4) S が最小となるときの xの値を求めよ。

B
A

CP Q Rjj jj jj(1) 4ABCにおいて、余弦定理を用いると、72 = 32 + 52 � 2 � 3 � 5 � os\ABCos\ABC = 32 + 52 � 722 � 3 � 5 = �152 � 3 � 5 = � 120Æ < \ABC < 180Æ なので、\ABC = 120Æ(2) (三角形 BPQの面積)= 12 � BP � BQ � sin\ABC= 12 (3� x)x � sin 120Æ= p34 (3� x)x(3) (三角形 ABCの面積) = 12 � BA � BC � sin\ABC= 12 � 3 � 5 � sin 120Æ = 15p34(三角形 CQRの面積)= CQCB � CRCA � (三角形 ABCの面積)= 5� x5 � x7 � 15p34 � � � 1



(三角形 APRの面積)= APAB � ARAC � (三角形 ABCの面積)= x3 � 7� x7 � 15p34 � � � 2(三角形 PQRの面積 S )= (三角形 ABCの面積)� (三角形 BPQの面積)� (三角形 CQRの面積)� (三角形 APRの面積)= 15p34 � p34 (3� x)x� 5� x5 � x7 � 15p34� x3 � 7� x7 � 15p34 ( 1; 2; (2)の結果より)= p328 n7 � 15� 7(3� x)x� 3(5� x)x � 5x(7� x)o= p328 (15x2 � 71x+ 105)(4) S = p328 n15�x� 7130 �2 � 15� 7130 �2 + 105o および0 < 7130 < 3より、S が最小となるのは x = 7130
別解

正弦定理よりBCsinA = CAsinB = ABsinC5sinA = 7sin 120Æ = 3sinC5sinA = 7p32 = 3sinC) sinA = 5p314 ; sinC = 3p314(三角形 CQRの面積)= 12 CQ � CR � sinC = 12 (5� x)x � 3p314(三角形 APRの面積)= 12 AP �AR � sinA = 12 � x � (7� x) � 5p314
＜以下省略＞

宿題 5-3tを正の実数とする。xy平面上で、
放物線 C : y = x2 直線 ` : y = tx+ 14 直線m : y = � 1t x+ 14
を考え、C と `の交点を x座標の小さい順に A,Bとし、C とmの交点をx座標の小さい順に P,Qとする。(1) A,Bの x座標を a; bとおくとき、a+ b; ab; b� aを求めよ。(文字 tを用いてもよい。)(2) 線分 ABの長さを tを用いて表せ。(3) 線分 PQの長さを tを用いて表せ。(4) 四角形 APBQの面積を S とする。S を tを用いて表せ。(5) S の最小値を求めよ。

(1) a; bは x2 = tx+ 14 つまり x2 � tx� 14 = 0
の 2解なので、解と係数の関係より、a+ b = t ; ab = � 14 が成り立つ。(b� a)2 = b2 � 2ab+ a2 = (a+ b)2 � 4ab= t2 � 4 � �� 14 � = t2 + 1 より、b� a = pt2 + 1 (a < bより)(2) A,Bは放物線 C 上なので、A(a; a2), B(b; b2)と表せ、AB2 = (b�a)2+(b2�a2)2 = (b�a)2+(b�a)2(b+a)2= (b� a)2 �1 + (b+ a)2	
これに (1)の結果を代入して、AB2 = (t2 + 1)(1 + t2) = (t2 + 1)2AB = t2 + 1(3) `;mは y 切片が 14 の直線で、傾きが t;� 1t だから、(2)の結果において、tを � 1t に置き換えれば PQの
長さが得られる。PQ = �� 1t �2 + 1 = 1t2 + 1(4) `;mは傾きの積が�1なので、直交している。よってS = 12 AB � PQ = 12 (t2 + 1)� 1t2 + 1�(5) S = 12 �t2 + 1t2 + 2�>= 12 �2rt2 � 1t2 + 2� = 2(相加・相乗平均の不等式より)
等号は t2 = 1t2 すなわち t = 1のとき成立するので、S の最小値は 2
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