
－ 中3C 宿題プリント (冬期-3) 解答－1. x > 0; y > 0; xy = 4とする。以下の z の最小値と、そのときの x; y
の値を求めよ。(1) z = x+ y(2) z = x+ 4y(3) z = 256x2 + y2(1) x; yは正なので、相加・相乗平均の不等式より、x+ y2 >= pxy � � � 1x+ y >= 2pxyxy = 4を代入して、z = x+ y >= 2p4) z >= 4 � � � 2
が成立。2で等号が成立するのは、 1で等号が成立するとき
で、それは x = yのとき。x > 0; y > 0および xy = 4と合わせると、x = y = 2
のときに、z = 4となる。( 2の等号が成立するx; yが
見つかった。)
以上より、zの最小値は 4 である。(x = 2 ; y = 2 )(2) x > 0; y > 0なので、x; 4yは正であるから、相加・相
乗平均の不等式より、x+ 4y2 >= px � 4y � � � 1x+ 4y >= 2p4xyxy = 4を代入して、z = x+ 4y >= 2p16) z >= 8 � � � 2
が成立。2で等号が成立するのは、 1で等号が成立するとき
で、それは x = 4yのとき。xy = 4と合わせると、4y � y = 4y2 = 1y = 1 (y > 0より)
このとき、xy = 4より、x = 4である。
すなわち、x = 4; y = 1のときに、z = 8となる。( 2の等号が成立する x; yが見つかった。)
以上より、zの最小値は 8 である。(x = 4 ; y = 1 )

(3) x > 0; y > 0より、256x2; y2は正なので、相加・相乗
平均の不等式より、256x2 + y22 >=p256x2 � y2 � � � 1256x2 + y2 >= 32px2y2xy = 4を代入して、z = 256x2 + y2 >= 32p42 = 128) z >= 128 � � � 2
が成立。2で等号が成立するのは、 1で等号が成立するとき
で、それは 256x2 = y2 のとき、すなわち 16x = y の
とき。(x > 0; y > 0より)xy = 4と合わせると、x � 16x = 4x2 = 14x = 12 (x > 0より)
このとき、xy = 4より、y = 8である。
すなわち、x = 12 ; y = 8のとき、z = 128となる。( 2の等号が成立する x; yが見つかった。)
以上より、z の最小値は 128 である。(x = 12 ; y = 8 )
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2. x > 0の範囲において、y = x+ 2x のグラフは右図のようである。
点 Pの座標を求めよ。

x > 0のとき、x; 2x は共に正であるから、相加・相乗平均
の不等式より、x+ 2x2 >=rx � 2x � � � 1x+ 2x >= 2p2
したがって、y >= 2p2 � � � 2という不等式が必ず成立。2で等号が成立するのは、1で等号が成立するときで、そ
れは x = 2x のとき。x2 = 2x = p2(x > 0より)
以上より、x > 0 の範囲において、関数 y = x + 2x は、x = p2のとき最小値 2p2をとる、とわかった。
よって、 P(p2; 2p2) である。
参考
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3. x; yは正の実数とする。z = yx + 2xy の最小値を求めよ。x; yは正だから、 yx ; 2xy は共に正であるので、相加・相乗
平均の不等式より、yx + 2xy2 >=r yx � 2xy � � � 1yx + 2xy >= 2p2) z >= 2p2 � � � 2 という不等式が必ず成立する。2で等号が成立するのは、1で等号が成立するときで、そ
れは、

yx = 2xy � � � 3のとき。3より、y2 = 2x2 となり、たとえばx = 1; y = p2のとき、この等式は成り立つ。
したがって、z = 2p2となる x; yが存在するので、x; yが
正の実数であるときの z = yx + 2xy の最小値は、 2p2 で
ある。

補足t = yx とおくと、 2xy = 2t であり、x; yが正であるから、tも正である。z を tを用いて表すと、z = t + 2t となり、問題 2と同じ
設定になっている。
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